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Ide´es galoisiennes
Yves Andre´
0.1. On ce´le`bre cette anne´e le bicentenaire d’E´variste Galois, ne´ le 25 octobre
1811.
Galois est a` l’origine de la notion de groupe, cette notion fondamentale qui allait,
sous divers avatars, envahir toutes les mathe´matiques, ainsi qu’une bonne part de
la physique et meˆme de la chimie. Dans ses Re´coltes et Semailles, A. Grothendieck
n’he´site pas a` parler de l’invention du ze´ro et de l’ide´e de groupe et comme des
deux plus grandes innovations mathe´matiques de tous les temps.
Galois est aussi le premier a` avoir formule´ le principe de correspondance entre
syme´tries et invariants, qui s’ave´rera fe´cond, comme il semble l’avoir lui-meˆme pres-
senti, bien au-dela` du contexte originel de la the´orie des e´quations alge´briques.
Ces ide´es seme´es, qui en germant ont re´volutionne´ les mathe´matiques, ont e´te´
consigne´es sur quelques dizaines de feuillets par un jeune homme qui mourut dans
sa vingtie`me anne´e. La veille du duel fatal, il e´crivit une splendide lettre-testament,
qui de´bute ainsi :
J’ai fait en analyse plusieurs choses nouvelles. Les unes concernent la
the´orie des e´quations, les autres les fonctions inte´grales. Dans la the´orie
des e´quations, j’ai recherche´ dans quels cas les e´quations e´taient re´solubles
par des radicaux : ce qui m’a donne´ occasion d’approfondir cette the´orie,
et de de´crire toutes les transformations possibles sur une e´quation lors
meˆme qu’elle n’est pas soluble par radicaux.
C’est dans cette lettre qu’il appelle ≪ the´orie de l’ambiguıte´ ≫ le corpus d’ide´es
e´labore´ par lui pour e´lucider la the´orie des e´quations alge´briques.
0.2. Nous proposons un libre parcours autour de l’he´ritage de ces ide´es.
Les domaines les plus classiques d’application de la ≪ the´orie de l’ambiguıte´≫ concernent
les nombres alge´briques et les fonctions alge´briques. Nous les survolerons, avant
d’aborder ceux des fonctions transcendantes et des nombres transcendants qui semblent
avoir aussi e´te´ envisage´s par Galois, comme en te´moigne la fin de sa lettre :
Tu sais, mon cher Auguste, que ces sujets ne sont pas les seuls que
j’ai explore´s. Mes principales me´ditations depuis quelque temps e´taient
dirige´es sur l’application a` l’analyse transcendante de la the´orie de l’am-
biguˆıte´. Il s’agissait de voir a priori dans une relation entre quantite´s ou
fonctions transcendantes quels e´changes on pouvait faire, quelles quan-
tite´s on pouvait substituer aux quantite´s donne´es sans que la relation
puˆt cesser d’avoir lieu. Cela fait reconnaˆıtre tout de suite l’impossibilite´
de beaucoup d’expressions que l’on pouvait chercher. Mais je n’ai pas le
temps et mes ide´es ne sont pas encore bien de´veloppe´es sur ce terrain
qui est immense.
1
21. Nombres alge´briques et groupes de Galois
1.1. Dans la premie`re encyclope´die mathe´matique de la renaissance 1, l’auteur-
compilateur L. Pacioli compare l’impossibilite´ de re´soudre les e´quations de degre´ 3
a` l’impossibilite´ de la quadrature du cercle. Pourtant, une vingtaine d’anne´es plus
tard, son colle`gue S. Del Ferro trouvait la formule par radicaux. On connaˆıt la saga
de secrets, querelles et trahisons qui s’ensuivit. A la fin XVIe, Bombelli e´tait en
mesure de donner un expose´ complet de la re´solution par radicaux des e´quations de
degre´ au plus 4, y compris une discussion des ambiguite´s et des nombres imaginaires
comme
√−1 qui interviennent dans les formules.
La re´solution par radicaux des e´quations d’ordre au moins 5 a re´siste´... jusqu’a` ce
qu’Abel en de´montre l’impossibilite´ en ge´ne´ral, et que Galois fasse toute la lumie`re
sur cette question 2.
Les progre`s sont venus d’une re´flexion de plus en plus pousse´e autour des syme´tries
entre racines d’un polynoˆme (Vie`te, van der Monde, Leibniz, Lagrange, Cauchy,
Abel) qui culmine dans la the´orie de Galois.
1.2. Avec Galois, les ambiguıte´s ne constituent plus une nuisance, elles constituent
un groupe !
Soit α un nombre alge´brique, racine d’un polynoˆme xn+an−1xn−1+· · ·+a1x+a0
a` coefficients rationnels, de degre´ n minimal. Factorisons-le en (x−α1) · · · (x−αn),
ou` les αi (les autres racines) sont les conjugue´s de α = α1.
Les αi engendrent un ≪ corps de nombres ≫, et le groupe de Galois associe´ a` α
est le groupe d’automorphismes de ce corps (c’est-a`-dire le groupe des permutations
des αi qui respectent l’addition et la multiplication)
3.
Le point de vue de Galois lui-meˆme e´tait sensiblement diffe´rent (un sie`cle de
re´e´laborations se´parent ces points de vue 4). Il est bien rendu par cette analyse de
G. Chaˆtelet :
La the´orie de Galois constitute probablement un des plus beaux exemples
du principe de dissyme´trie cre´atrice en mathe´matiques. [...] Ces ra-
cines passeront dans l’existence concre`te dans le domaine D(α1, · · · , αn)
lorsque je ne serai pas seulement capable d’e´crire un signe≪ formel≫mais
capable aussi d’exhiber un proce´de´ de discernement entre ces racines.
Ce proce`s de discernement est bien une cassure de la syme´trie du groupe
des racines. Discerner plus, c’est se montrer capable d’exhiber certaines
≪ grandeurs tests ≫, non rationnelles, et invariantes par un groupe de
syme´trie plus restreint. Les racines vont s’individuer au fur et a` me-
sure de la pre´cision des ≪ expressions alge´briques test ≫ construites par
certaines adjonctions aux rationnels. [...]
Rendre raison de l’existence conscre`te de ces racines est e´quivalent a`
la pre´sentation du groupe de syme´trie de l’e´quation comme une chaˆıne
1. Summa de arithmetica, geometria, de proportioni et de proportionalita (Venise, 1494).
2. Galois avait de´montre´, a` dix-sept ans, cette impossibilite´ ; avant de de´couvrir qu’Abel venait
de publier le re´sultat (Beweis der Unmglichkeit der algebraischen Auflsbarkeit der allgemeinen
Gleichungen, J. de Crelle, 1826, 65-84), et e´crivit une courte note exposant son approche. Abel
mourut de tuberculose, deux ans avant Galois, a` l’aˆge de 26 ans.
3. Galois avait aussi imagine´ de prendre pour ai des entiers modulo un nombre premier, et
avait construit ainsi les ≪ corps finis ≫ (imaginaires de Galois).
4. on renvoie a` la the`se de C. Ehrhardt (Paris, 2007) pour une analyse de´taille´e de ces
re´e´laborations. La notion meˆme de groupe a elle aussi subi de nombreuses vicissitudes, la condition
d’associativite´ n’ayant e´te´ clairement de´gage´e qu’au de´but du XXe`me sie`cle.
3descendante construite de telle manie`re que l’e´cart entre deux de ses
maillons soit le manque de discernement relatif entre les racines lorsque
je calcule dans le domaine associe´. 5
La correspondance de Galois met en regard extensions de corps obtenues par
adjonction de racines, et certains groupes de syme´trie de ces racines. Elle rem-
place, si on veut, l’imbrication de deux ope´rations commutatives (l’addition et la
multiplication) dans des extensions, par une seule ope´ration non commutative (la
composition des permutations).
1.3. Lorsque l’on adjoint de plus en plus de nombres alge´briques, la correspondance
de Galois donne lieu a` un syste`me ≪ projectif ≫ de groupes finis s’envoyant les uns
sur les autres, et dont la ≪ limite ≫ Gal(Q¯/Q), appele´e groupe de Galois absolu de
Q, n’est autre que le groupe infini 6 des automorphismes du corps Q¯ des nombres
(complexes) alge´briques.
C’est cette de´marche qu’A. Lautman appelle la ≪ monte´e vers l’absolu ≫ 7 : un
seul objet mathe´matique, Gal(Q¯/Q), code les proprie´te´s de toutes les e´quations
alge´briques a` coefficients rationnels a` la fois. Ce groupe de Galois absolu, objet
central de la the´orie des nombres, reste largement un myste`re apre`s un sie`cle et
demi d’efforts intenses pour en comprendre la structure.
Ses quotients commutatifs sont de´crits par la cyclotomie, qui remonte a` Gauss.
Pour aller au-dela`, on peut faire agir line´airement ce groupe, taˆcher d’e´tudier ses
repre´sentations line´aires 8. La the´orie des repre´sentations line´aires est d’ailleurs ne´e,
entre les mains de Frobenius, a` propos d’un proble`me que lui avait soumis Dede-
kind en 1896 concernant des groupes de Galois de corps de nombres. Bien des
conqueˆtes re´centes de la the´orie des nombres (et notamment la preuve par A. Wiles
du ≪ the´ore`me ≫ de Fermat) reposent sur l’e´tude des de´formations de ces objets
≪ souples ≫ que sont les repre´sentations galoisiennes.
Une autre fac¸on de ≪ comprendre ≫ Gal(Q¯/Q) est d’en de´crire les quotients
finis : le fameux proble`me de Galois inverse, toujours ouvert, consiste a` savoir si
tout groupe fini est groupe de Galois d’un corps de nombres.
Une troisie`me fac¸on, apparemment beaucoup plus modeste, consisterait a` dis-
tinguer, nommer ou construire des e´le´ments particuliers. Or il faut avouer qu’apre`s
l’identite´ et la conjugaison complexe, on ne sait pas de´crire un troisie`me e´le´ment,
meˆme si la the´orie des ≪ dessins d’enfants≫ de Grothendieck vise une compre´hension
graphique des groupes de Galois et irait dans ce sens 9.
2. Fonctions alge´briques et groupes de Galois
2.1. Galois e´tait bien conscient que sa ≪ the´orie de l’amgu¨ıte´ s’appliquait aussi
bien aux fonctions alge´briques qu’aux nombres alge´briques. Cela ressort de son
5. G. Chaˆtelet, La physique mathe´matique comme projet, L’enchantement du virtuel, p. 115-
117, Presses de l’ENS
6. naturellement muni d’une structure de groupe topologique compact.
7. Essai sur les notions de structure et d’existence en mathe´matiques. Re´e´dition Vrin 2006.
8. comme l’a montre´ bien plus tard Grothendieck, la cohomologie e´tale des varie´te´s alge´briques
fournit de telles repre´sentations galoisiennes, tandis que le programme de Langlands relie cer-
taines repre´sentations galoisiennes a` certains objets de l’analyse spectrale : les repre´sentations
automorphes.
9. on renvoie a` l’expose´ de A. Zvonkine aux Journe´es mathe´matiques X-UPS 2004 pour une
introduction a` cette the´orie.
4calcul du groupe de Galois des points de division d’une courbe elliptique, et de
ses myste´rieux travaux sur les inte´grales abe´liennes 10, qu’il introduit ainsi dans sa
lettre :
On traite a` la fois toutes les inte´grales dont la diffe´rentielle est une fonc-
tion de la variable et d’une meˆme fonction irrationnelle de la variable,
que cette irrationnelle soit ou ne soit pas un radical, qu’elle s’exprime
ou ne s’exprime pas par des radicaux.
Mais c’est F. Klein 11 qui en croisant la the´orie de l’ambiguite´ et celle des surfaces
a` plusieurs feuillets de Riemann, a inaugure´ une tradition qui, via la the´orie de
l’uniformisation et du groupe fondamental de Poincare´, aboutira a` la fusion qu’A.
Grothendieck effectuera vers 1960 entre the´orie de Galois et the´orie des reveˆtements,
pierre de touche de la fusion plus ge´ne´rale qu’il a mise en oeuvre entre ge´ome´trie
alge´brique et the´orie des nombres.
2.2. En langage moderne, voici de quoi il s’agit. Une fonction alge´brique est ra-
cine d’un polynoˆme a` coefficients fonctions rationnelles d’une variable auxiliaire t.
Les solutions complexes de l’e´quation forment une surface de Riemann, qui est un
reveˆtement du plan complexe (muni de la coordonne´e complexe t).
Plus ge´ne´ralement, on a la notion de reveˆtement fini normal Y → X de sur-
faces de Riemann (qu’on suppose non ramifie´ pour simplifier) . Dans ce contexte
ge´ome´trique, ce qui remplace les racines d’une e´quation, ce sont les points {y1, . . . , yn}
de Y qui s’envoient sur un point x arbitraire fixe´ de X . Le groupe de Galois
Gal(Y/X) est un sous-groupe du groupe des permutations de {y1, . . . , yn} 12. Il
peut se calculer comme suit : trac¸ons sur X un lacet γ pointe´ en x, et choisissons
un point yi de Y au-dessus de x. Un tel γ se ≪ rele`ve ≫ alors en un chemin sur Y
partant de yi, qui en ge´ne´ral aboutira a` un autre point yj , d’ou` une permutation
yi 7→ yj de l’ensemble des points au-dessus de x, qui ne de´pend en fait du lacet
γ qu’a` de´formation (homotopie) pre`s. C’est ainsi que s’obtiennent les e´le´ments de
Gal(Y/X).
2.3. Dans ce contexte, on peut encore effectuer une ≪ monte´e vers l’absolu ≫. Ce
qui correspond au corps Q¯ est maintenant le reveˆtement universel de X (pointe´
en x), et son groupe d’automorphismes n’est autre que le groupe fondamental de
Poincare´ π1(X, x) : c’est groupe des lacets trace´s sur X a` homotopie pre`s, partant
et aboutissant a` un point x fixe´.
On peut alge´briser la construction en remplac¸ant π1(X, x) par la limite projec-
tive πˆ1(X, x) des groupes Gal(Y/X), lorsque le reveˆtement Y/X grossit. Dand le
point de vue cate´gorique de Grothendieck, πˆ1(X, x) s’interpre`te comme groupe des
automorphismes du foncteur fibre en x
Y 7→ Yx = {y1, . . . , yn}
10. on renvoie a` l’expose´ de P. Popescu dans ce volume pour une introduction aux inte´grales
abe´liennes et une discussion des ambigu¨ıte´s qu’elles charrient. On ignore comment Galois avait pu
obtenir les re´sultats sur les inte´grales abe´liennes expose´s dans sa lettre, qui pre´figurent ceux de B.
Riemann un quart de sie`cle plus tard.
11. l’histoire commence en 1877 lorsque Klein remarque que le groupe des isome´tries laissant
invariant l’icosae`dre est isomorphe au groupe de Galois d’une e´quation quintique a` coefficients
dans le corps de fonctions rationnelles d’une variable auxiliaire.
12. dans le cas de la quintique de Klein, le groupe de Galois est le groupe de l’icosae`dre, auquel
Klein a consacre´ un ouvrage classique.
5sur la cate´gorie des reveˆtements de (X, x) (a` valeurs dans la cate´gorie des en-
sembles), ce qui permet d’unifier les the´ories de Galois arithme´tique et ge´ome´trique
dans un meˆme moule.
2.4. Une approche indirecte fascinante de Gal(Q¯/Q) consiste a` le relier a` la ge´ome´trie
des surfaces de Riemann.
Pour fixer les ide´es, prenons pour X le plan complexe prive´ des points 0 et 1.
Son groupe fondamental π1(X) est le groupe libre a` deux ge´ne´rateurs, les lacets γ0
et γ1 autour de 0 et de 1. Son comple´te´ πˆ1(X) s’obtient en permettant des ≪ mots
infinis ≫ en γ0 et γ1 (et leurs inverses).
Suivant Grothendieck et Belyi, Gal(Q¯/Q) ope`re sur les reveˆtements finis de X ,
donc sur πˆ1(X), et cette ope´ration est fide`le : le groupe de Galois absolu arithme´tique
Gal(Q¯/Q) se plonge dans le groupe des automorphismes du groupe de Galois absolu
ge´ome´trique πˆ1(X).
De la`, Grothendieck a alors propose´ de de´crire Gal(Q¯/Q) au moyen de notions
graphiques ≪ si simples qu’un enfant peut les connaˆıtre en jouant ≫. Conside´rons
un reveˆtement Y → X , en supposant pour simplifier que Y est le plan complexe
prive´ de quelques points. L’image inverse dans Y du segment ]0, 1[ de X est un
objet combinatoire tre`s simple que Grothendieck appelle ≪ dessin d’enfant ≫. Le
de´fi est de comprendre en termes combinatoires l’ope´ration fide`le de Gal(Q¯/Q) sur
ces dessins 13. .
Pour ce faire, il faut disposer au pre´alable d’un codage combinatoire des e´le´ments
de Gal(Q¯/Q) lui-meˆme. C’est ce qui a e´te´ obtenu par V. Drinfeld autour de 1990 (en
de´couvrant un lien insoupc¸onne´ entre Gal(Q¯/Q) et groupes quantiques) : il plonge
Gal(Q¯/Q) dans un groupe de nature combinatoire GT - le groupe de Grothendieck-
Teichmu¨ller, de´fini par ge´ne´rateurs (topologiques) et trois relations tre`s simples -,
qui s’ave`re agir fide`lement sur les dessins d’enfants. On ignore a` l’heure actuelle si
GT est re´ellement ≪ plus gros ≫ que Gal(Q¯/Q) (on le soupc¸onne).
3. Fonctions transcendantes et groupes de Galois
3.1. J. Liouville, qui a exhume´, e´tudie´ et fait connaˆıtre les papiers de Galois, est
aussi le premier a` avoir poursuivi les intuitions galoisiennes vers les fonctions trans-
cendantes : au lieu de se demander quand une e´quation alge´brique est re´soluble
par radicaux, il se demande quand une e´quation diffe´rentielle line´aire est re´soluble
par quadratures (inte´grales et exponentielles d’inte´grales). Mais c’est E. Picard qui,
en 1883, sous doute inspire´ par des ide´es de S. Lie, a introduit dans ce contexte
le groupe de Galois diffe´rentiel : c’est le groupe forme´ des automorphismes com-
mutant a` la de´rivation, parmi tous les automorphismes de l’extension du corps de
fonctions de base obtenue en adjoignant les solutions de l’e´quation diffe´rentielle et
leurs de´rive´es.
Du fait que les solutions d’une e´quation diffe´rentielle line´aire forment non plus
un ensemble fini, mais un espace vectoriel de dimension finie, le groupe de Galois
diffe´rentiel n’est plus un groupe fini en ge´ne´ral, mais un groupe alge´brique (groupe
de matrices). C’est d’ailleurs, via les travaux d’E. Kolchin, l’une des sources histo-
riques de la the´orie des groupes alge´briques.
13. sur tout cela, on pourra consulter R. Douady, A. Douady, Alge`bgre et the´ories galoisiennes,
Cassini 2005.
6On dispose d’une correspondance de Galois diffe´rentielle mettant en regard ex-
tensions de corps diffe´rentiels obtenues par adjonction de solutions, et certains
groupes de transformations line´aires des espaces de solutions.
3.2. La the´orie a muˆri lentement. La classification des ambigu¨ıte´s galoisiennes
dans le cadre des e´quations diffe´rentielles line´aires analytiques au voisinage d’une
singularite´, due a` J. P. Ramis, date seulement de la fin du XXe sie`cle. Le re´sultat est
que dans ce cadre analytique local, il y a trois types, et trois seulement, d’ambigu¨ıte´s
galoisiennes (qui sont des e´le´ments du groupe de Galois diffe´rentiel) :
1) la monodromie : c’est l’ambigu¨ıte´ qui re´sulte de ce que l’on ne retombe pas
la valeur initiale lorsque l’on fait subir a` une solution un tour autour de la singula-
rite´ 14. Conside´rons par exemple l’e´quation diffe´rentielle
y′ =
1
2x
y
au voisinage de la singularite´ 0 ; une solution est y =
√
x, et un tour autour de
l’origine la transforme en −y. Le groupe de Galois diffe´rentiel de cette e´quation est
le groupe a` deux e´le´ments engendre´ par la monodromie.
2) le recalibrage des exponentielles : conside´rons l’e´quation diffe´rentielle
xy′ + y = 0
au voisinage de la singularite´ 0 ; une solution est y = e1/x, et toute autre solution
non nulle s’obtient en multipliant y par une constante non nulle. Le groupe de
Galois diffe´rentiel de cette e´quation est le groupe multiplicatif C× engendre´ par ces
recalibrages.
3) les ambigu¨ıte´s de Stokes : conside´rons l’e´quation diffe´rentielle inhomoge`ne
xy′ + y = x
au voisinage de la singularite´ 0. L. Euler l’avait de´ja` rencontre´e dans son fameux
me´moire sur les se´ries divergentes 15 : c’est l’e´quation satisfaite par la se´rie formelle
yˆ =
∑
(−1)nn!xn+1, qui diverge en tout point x 6= 0. Euler utilisait d’ailleurs cette
14. cette notion est due a` Riemann, qui l’avait mise en e´vidence dans le contexte des e´quations
diffe´rentielles hyperge´ome´triques. Mais Galois a probablement pu avoir l’intuition de cette am-
bigu¨ıte´, notamment a` propos des pe´riodes d’inte´grales abe´liennes de´pendant d’un parame`tre,
comme il ressort du passage de sa lettre ou` il parle des ≪ pe´riodes relatives a` une meˆme
re´volution ≫.
15. De seriebus divergentibus, publie´ en 1760 a` l’Acade´mie de St. Petersbourg. Voir aussi
http ://www.maa.org/news/howeulerdidit.html, juin 2006.
Euler n’he´sitait pas a` braver la divergence en e´crivant des formules comme :
1 + 2 + 4 + 8 + 16 + · · · = −1, 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + · · · = −1/12,
ou en attribuant une valeur pre´cise a` la somme 1 − 1! + 2! − 3! + 4! − 5! + · · · (qu’il e´value
nume´riquement, de six manie`res diffe´rentes). Ces formules ≪ scandaleuses ≫, se´ve`rement cri-
tique´es aux temps de la queˆte de la rigueur en Analyse, furent pleinement e´claircies et justifie´es
ulte´rieurement (a` l’abus de notation pre`s qu’elles commettent). Par exemple, la premie`re formule
n’est autre que l’e´valuation en x = 1 de la se´rie de puissances 1+2x+4x2+· · · = 1/(1−2x) ; stricto
sensu, c’est la valeur en 1 du prolongement analytique de la fonction 1/(1 − 2x) de la variable
complexe x de´finie par cette se´rie. La seconde formule est nettement plus profonde et attendit 120
ans sa justification : elle exprime la valeur en s = −1 du prolongement analytique de la fonction
ζ(s) =
∑
∞
1 n
−s =
∏
p
1
1−p−s
de Riemann. Dans son article visionnaire de 1859 (U¨ber die Anzahl
der Primzahlen unter einer gegebenen Gro¨sse, Monatsberichte der Berliner Akademie), Riemann
prouve, pour tout nombre complexe s, la syme´trie sugge´re´e par Euler entre ζ(s) et ζ(1− s), et il
explique le lien entre la distribution des nombres premiers et la position des ze´ros de ζ.
7e´quation pour ≪ sommer ≫ cette se´rie divergente, en identifiant la ≪ somme ≫ a`
la ≪ vraie ≫ solution y =
∫∞
0
e−t/x
1+t dt, dont yˆ est le de´veloppement asymptotique
(Euler e´crit ≪ evolutio ≫) dans le plan prive´ de la demi-droite re´elle ne´gative.
Mais dans un autre secteur, le de´veloppement asymptotique de y peut changer.
Ces ambiguite´s lie´es au choix des secteurs donnent lieu a` des ambigu¨ıte´s galoi-
siennes, les ambigu¨ıte´s de Stokes 16.
De manie`re ge´ne´rale, le groupe de Galois diffe´rentiel est engendre´ (au sens des
groupes alge´briques) par ces trois types de matrices 17.
4. Nombres transcendants et groupes de Galois
4.1. Peut-on attacher a` un nombre transcendant donne´ des conjugue´s, et un groupe
de Galois qui les permute, comme dans le cas des nombres alge´briques ?
Commenc¸ons par conside´rer le cas de π, dont F. von Lindemann a montre´ en
1882 qu’il est transcendant, c’est-a`-dire ne satisfait aucune e´quation polynoˆmiale
a` coefficients rationnels (de´montrant ipso facto l’impossibilite´ de la quadrature du
cercle). Mais, comme Euler l’avait observe´, π satisfait une telle e´quation mais de
degre´ infini (ou` une se´rie de puissances remplace un polynoˆme) 18
∏
n∈Z\0
(1− x
nπ
) =
sinx
x
= 1− x
2
6
+
x4
120
+ · · · ∈ Q[[x]].
Ce qui sugge`re de conside´rer les multiples de π comme ses conjugue´s. En fait, si l’on
veut qu’un groupe permute transitivement les conjugue´s, on est amene´ a` prendre
pour conjugue´s de π tous ses multiples rationnels non nuls - le groupe de Galois
serait alors le groupe multiplicatif Q×.
Peut-on ge´ne´raliser cette approche ? Un vieux re´sultat peu connu de A. Hurwitz
assure que tout nombre complexe est racine d’une se´rie de puissances a` coefficients
rationnels qui converge partout. Peut-on alors conside´rer ses autres racines comme
des conjugue´s ?
He´las, cette approche est un cul-de-sac 19, car il existe une infinite´ inde´nombrable
de telles se´ries, et aucun moyen d’en choisir une canonique en ge´ne´ral.
4.2. Nous allons voir qu’on peut tout de meˆme s’attendre a` pouvoir de´finir des
conjugue´s et un groupe de Galois pour une vaste classe de nombres (en ge´ne´ral
transcendants), incluant la plupart des constantes mathe´matiques classiques. Ces
16. G. Stokes les a mises en e´vidence, au milieu du XIXe`me sie`cle, sur l’e´quation diffe´rentielle
d’Airy y′′ = xy, apre`s avoir remarque´ qu’il e´tait bien plus efficace de calculer les ze´ros de la
solution d’Airy en se servant du de´veloppement asymptotique divergent, a` l’infini, plutoˆt qu’avec
le de´veloppement de Taylor convergent a` l’origine comme faisait G. Airy.
17. voir par exemple M. van der Put, M. Singer, Galois theory of linear differential equations,
Springer Grundlehren der Math. Wiss. 328, 2003.
18. formellement, l’e´quation d’Euler
∑
n−2 = pi2/6 re´sulte de l’extension a` cette se´rie de la
formule de Newton pour la somme des carre´s des racines en terme des coefficients d’une e´quation
polynoˆmiale. Galois avait d’ailleurs fait la remarque que ce type de formules ne de´pendait pas du
nombre de racines, ayant sans doute en vue la possibilite´ de faire tendre ce nombre vers l’infini...
19. sauf a` imposer de fortes contraintes arithme´tiques sur les de´nominateurs des coefficients.
Cette possibilite´ est d’ailleurs loin d’avoir e´te´ explore´e syste´matiquement.
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∫
∆
ω, ou plus ge´ne´ralement les pe´riodes-
exponentielles
∫
∆
efω (ou` a` la fois l’inte´grant ω et le domaine ∆ sont de´finis par
des expressions alge´briques d’une ou plusieurs variables a` coefficients des nombres
alge´briques : par exemple π =
∫∞
0
2dt
1+t2 .
4.3. D’ou` cette ide´e vient-elle ?
Elle vient d’une the´orie initie´e par A. Grothendieck (le mathe´maticien qui a
re´volutionne´ la ge´ome´trie alge´brique dans les anne´es 60), la the´orie des motifs,
qui vise a` unifier les aspects combinatoires, topologiques et arithme´tiques de la
ge´ome´trie alge´brique. Ces motifs jouent un peu le roˆle de “particules e´le´mentaires”
alge´bro-ge´ome´triques, susceptibles de de´composition et recombinaison suivant des
re`gles relevant de la the´orie des repre´sentations des groupes. Les groupes en ques-
tion, baptise´s groupes de Galois motiviques, repre´sentent une formidable ge´ne´ralisation
des groupes de Galois usuels aux syste`mes de plusieurs polynoˆmes a` plusieurs va-
riables. Ce ne sont plus des groupes finis, mais des groupes alge´briques (comme
dans le cas des groupes de Galois diffe´rentiels).
En tant que groupes de syme´trie de motifs (attache´s a` de tels syste`mes a` coeffi-
cients rationnels), ils devraient aussi agir sur leurs pe´riodes (et meˆme sur les avatars
exponentiels), ce qui permettrait de de´finir les conjugue´s d’une pe´riode comme ses
images sous les e´le´ments du groupe de Galois motivique. Toutefois, comme il peut
arriver qu’un nombre complexe s’exprime de plusieurs manie`res diffe´rentes comme
pe´riode, la cohe´rence d’une telle action requiert de postuler que toute relation entre
pe´riodes provient d’une relation entre motifs, ce qui est la conjecture des pe´riodes
de Grothendieck. On s’attend en particulier a` ce que le nombre maximal de pe´riodes
d’un motif sur Q qui sont alge´briquement inde´pendantes sur Q soit e´gal a` la di-
mension du groupe de Galois motivique associe´ 21.
4.4. Par exemple, 2π
√−1 = ∫ dt/t est la pe´riode attache´e au motif de la droite
prive´e de l’origine, dont le groupe de Galois motivique est le groupe multiplicatif
Q×, les conjugue´s de 2π
√−1 e´tant ses multiples rationnels non nuls. Ici, la cohe´rence
postule´e par la conjecture de Grothendieck n’est autre que la transcendance de π.
Citons aussi a` titre d’exemples de pe´riodes, tre`s e´tudie´s actuellement mais qui
remontent en fait a` Euler, les nombres polyzeta∑
n1>···>nk≥1
n−s11 . . . n
−sk
k =
∫
1≥t1≥···≥ts≥0
dt1
ǫ1 − t1 · · ·
dts
ǫs − ts (si ∈ Z≥1, ; s =
∑
si, ǫj = 0 ou 1).
Depuis Euler, on a de´couvert tout un e´cheveau de relations alge´briques les liant les
uns aux autres, et on a ve´rifie´ que toutes ces relations sont bien d’origine motivique.
La the´orie motivique sous-jacente aux polyzeta est maintenant bien comprise (graˆce
surtout aux travaux d’A. Goncharov puis de F. Brown). C’est d’ailleurs le point
de vue motivique qui fournit la meilleure majoration ds - la meilleure connue et
20. le nom vient de ce que, dans le cas particulier des courbes alge´briques (de´finies sur un corps
de nombres), ce sont les pe´riodes d’inte´grales abe´liennes, que conside´rait Galois dans le passage
e´voque´ plus haut ou` il parle de ≪ re´volution≫, et qui apparaissent comme pe´riodes (au sens usuel)
des fonctions abe´liennes correspondantes.
21. sur tout cela, on peut consulter l’Introduction aux Motifs de l’auteur, Panoramas et
Synthe`ses 17, SMF 2004.
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engendre´ par les polyzeta avec s fixe´ : une re´currence a` la Fibonacci ds = ds−2 +
ds−3.
4.5. Fort heureusement, M. Kontsevich a trouve´ une formulation e´le´mentaire, par-
ticulie`rement frappante, de la conjecture des pe´riodes de Grothendieck, qui ne fait
pas appel aux motifs. La voici 22.
Les deux re`gles fondamentales du calcul inte´gral que sont la formule de Stokes
et le changement (alge´brique) de variables∫
∆
dω =
∫
∂∆
ω,
∫
∆
f∗ω =
∫
f∗∆
ω,
fournissent imme´diatement des relations (polynoˆmiales a` coefficients rationnels)
entre pe´riodes (ou pe´riodes-exponentielles). La conjecture pre´dit que, re´ciproquement,
toute relation (polynoˆmiale a` coefficients rationnels) entre pe´riodes proviendrait de
ces deux re`gles.
Par exemple, l’identite´ d’Euler ζ(2) = π2/6 peut eˆtre comprise comme l’iden-
tite´ de pe´riodes
∫ 1
0
∫ 1
0
2dxdy
(1−xy)√xy = (
∫∞
0
2dt
1+t2 )
2 (par de´veloppement en se´rie
ge´ome´trique de 1/1−xy et inte´gration terme a` terme, le premier membre s’identifie
a` 6ζ(2)). E. Calabi a trouve´ comment e´tablir cette identite´ par changement de va-
riables alge´brique idoine : en posant x = u2 1+v
2
1+u2 , y = v
2 1+u2
1+v2 , de jacobien | d(x,y)d(u,v) | =
4uv(1−u2v2)
(1+u2)(1+v2) =
4(1−xy)√xy
(1+u2)(1+v2) , on obtient
∫ 1
0
∫ 1
0
2dxdy
(1−xy)√xy =
∫ ∫
u,v≥0,uv≤1
8dudv
(1+u2)(1+v2) ,
qu’on identifie a` (
∫∞
0
2dt
1+t2 )
2 en utilisant l’involution (u, v 7→ u−1, v−1) 23.
4.6. En re´sume´, on arrive a` cette ide´e spe´culative ge´ne´rale, tout a` fait dans l’esprit
de la lettre-testament de Galois, que l’arithme´tique de cette vaste classe de nombres
- les pe´riodes-exponentielles - devrait eˆtre dicte´e par les re`gles e´le´mentaires du calcul
inte´gral (et s’il en est ainsi, se de´crire en termes de groupes ≪ galoisiens ≫).
On peut aller un peu plus loin, comme l’a montre´ tout re´cemment J. Ayoub, en
ne retenant que la re`gle de Stokes : la re`gle du changement de variable en de´coule.
Avec d’expliquer pourquoi, voici la formulation qu’Ayoub donne de la conjecture
des pe´riodes. Soit A l’alge`bre des fonctions d’un nombre quelconque de variables
complexes zi, qui sont holomorphes dans le polydisque zi ≤ 1, et alge´briques sur
Q(z1, . . . , zi, . . .). On a une forme line´aire A
∫
−→ C donne´e par l’inte´grale sur
l’hypercube re´el zi ∈ [0, 1], et il s’agit de de´crire son noyau.
Pour tout indice i et toute fonction gi ∈ A, la fonction hi = ∂gi∂zi −gi|zi=1+gi|zi=0
est dans le noyau de
∫

. La conjecture pre´dit que, re´ciproquement, tout e´le´ment
du noyau de
∫

serait combinaison line´aire de telles hi.
Par exemple, partant de h(z1) ∈ A et d’une fonction f(z1) alge´brique qui envoie
le dique unite´ (resp. l’intervalle [0, 1]) dans lui-meˆme en fixant 0 et 1, la formule de
changement de variable montre que f ′(z1)h(f(z1))−h(z1) est dans le noyau de
∫

.
22. voir aussi M. Kontsevich, D. Zagier : Periods. Mathematics unlimited—2001 and beyond,
771–808, Springer.
23. C. Viola vient de me communiquer une variante encore plus simple, consistant a` identifier
ζ(2) a`
∫ 1
0
∫ 1
0
dxdy
(1−xy
, et poser x = u − v, y = u + v, ce qui donne ζ(2)/4 =
∫ 1/2
0 du
∫ u
0
dv
1−u2+v2
+
∫ 1
1/2 du
∫ 1−u
0
dv
1−u2+v2
, qu’on e´value par des moyens e´le´mentaires a` pi2/24.
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Comme l’a observe´ Ayoub, on peut, quitte a` ajouter une variable, e´crire f ′(z1)h(z1)−
h′(z1) sous la forme pre´dite par la conjecture : poser f1 = f(z1) − z1, f2 =
−z2f ′(z1) + z2 − 1, et gi = fi · h(z2f(z1) + (1− z2)z1) pour i = 1, 2.
5. Coda : un groupe de Galois ≪ cosmique ≫ ?
Depuis quelques temps, les ide´es galoisiennes ont fait irruption en physique quan-
tique, plus pre´cise´ment en the´orie perturbative des champs quantiques.
La divergence, plus importune encore en physique qu’en mathe´matique, infeste
la physique des champs quantiques. A` partir des travaux de R. Feynman et J.
Schwinger, les physiciens ont duˆ baˆtir un arsenal de techniques, bien plus e´labore´es
que celles de Euler, pour la de´passer. Le proce´de´ le plus simple et le plus utilise´ est
la renormalisation par re´gularisation dimensionnelle : on fait fluctuer la dimension
de l’espace-temps en lui faisant prendre des valeurs complexes voisines de 4, et on
de´veloppe les inte´grales obtenues en se´ries indexe´es par des diagrammes de Feynman
de complexite´ croissante. L’e´limination des termes ≪ divergents ≫ de la se´rie se fait
suivant de subtiles re`gles combinatoires qui garantissent la cohe´rence du proce´de´.
En jonglant avec des inte´grales divergentes, donc de´pourvues de sens physique
(et meˆme mathe´matique, a priori), la renormalisation aboutit a` des quantite´s finies,
en accord remarquable avec l’expe´rience de surcroˆıt. Elle re´ussit le tour de force
d’extraire, syste´matiquement, du (de´)fini de l’in(de´)fini.
La ≪ mœlle ≫ mathe´matique de ce proce´de´ a re´cemment e´te´ extraite par A.
Connes et D. Kreimer, qui ont associe´ aux the´ories quantiques des champs des
groupes de syme´tries infinis directement construits en termes de diagrammes de
Feynman. En effectuant une ≪ monte´e vers l’absolu ≫, ils obtiennent un groupe de
Galois absolu - le groupe de Galois ≪ cosmique ≫ pre´dit par P. Cartier 24 - qui agit
sur les ≪ constantes ≫ de toutes les the´ories quantiques des champs.
Ce groupe, d’une ubiquite´ stupe´fiante, incarne a` lui seul les divers avatars galoi-
siens e´voque´s ci-dessus :
- il s’interpre`te comme groupe de Galois diffe´rentiel.
- il est tre`s proche du groupe de Galois motivique attache´ aux nombres polyzeˆtas
(nombres qu’on retrouve souvent en calculant des inte´grales de Feynman).
- c’est une variante alge´bro-ge´ome´trique du groupe GT de Drinfeld.
C’est ainsi qu’en the´orie quantique des champs, les divergences, loin d’eˆtre des
nuisances, donnent naissance a` des ambigu¨ıte´s galoisiennes formant le groupe de
syme´tries d’une riche structure qui apparaˆıt dans des domaines mathe´matiques
tre`s e´loigne´s les uns des autres.
24. ≪ La folle journe´e, de Grothendieck a` Connes et Kontsevich ≫, Festschrift des 40 ans de
l’IHES.
